
Âòîðîé Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð, �Îðëåíîê��2007.Âòîðîé òóð. �ðàíä�ëèãà.20 ñåíòÿáðÿ 2007 ã.1. Äàí íàáîð èç íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå. Èçâåñòíî, ÷òî êàæ-äûé âåêòîð íàáîðà ðàâåí ñóììå íåñêîëüêèõ äðóãèõ èç ýòîãî íàáîðà. Íàéäèòå íàèìåíüøååâîçìîæíîå ÷èñëî âåêòîðîâ â íàáîðå.2. Îòðåçîê CL � áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà ABC. Îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì AB ïåð-ïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà. Íà ýòîé îêðóæíîñòè âûáðàíû òî÷êè D è E òàêèìîáðàçîì, ÷òî îòðåçîê DE ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó L. Äîêàæèòå, ÷òî ∠DCL = ∠ECL.3. Äàí âûïóêëûé 1000-óãîëüíèê A1A2 . . . A1000. Èçâåñòíî, ÷òî âñå åãî ãëàâíûå äèàãîíàëèè ãëàâíûå ñðåäíèå ëèíèè ïðîõîäÿò ÷åðåç íåêîòîðóþ òî÷êó O. Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò ìíî-ãîóãîëüíèê öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷åí. (�ëàâíàÿ äèàãîíàëü � ýòî äèàãîíàëü âèäà AiAi+500;ãëàâíàÿ ñðåäíÿÿ ëèíèÿ � îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ñåðåäèíû ñòîðîí AiAi+1 è Ai+500Ai+501;ìû ñ÷èòàåì A1001 = A1.)4. Íà ìåäèàíå AM òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòà òàêàÿ òî÷êà K, ÷òî ∠BKC +∠BAC = 180◦.Äîêàæèòå, ÷òî AB · CK = AC · BK.5. Êâàäðàò 100 × 100 ðàçáèëè íà Ò-òåòðàìèíî. Ìîæåò ëè êîëè÷åñòâî ãîðèçîíòàëüíûõòåòðàìèíî îòëè÷àòüñÿ îò êîëè÷åñòâà âåðòèêàëüíûõ ðîâíî íà 2? (Ò-òåòðàìèíî � ýòî �è-ãóðêè âèäà ; èõ ìîæíî ïîâîðà÷èâàòü. Ïðè ýòîì òåòðàìèíî ãîðèçîíòàëüíî, åñëè òðè åãîêëåòêè íàõîäÿòñÿ â îäíîé ãîðèçîíòàëè, è âåðòèêàëüíî èíà÷å.)6. Ôîêóñíèê ïîêàçûâàåò òàêîé �îêóñ. Îí âûïèñàë íà êàðòî÷êè k ïîäìíîæåñòâ A1, . . . , Akìíîæåñòâà X = {1, 2, . . . , 2007}. Çðèòåëè çàäóìûâàþò ïîäìíîæåñòâî B ⊂ X , âû÷èñëÿþò äëÿêàæäîãî i êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå B∩Ai è ñîîáùàþò ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû (âïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå) �îêóñíèêó. Ïîñëå ýòîãî òîò íàçûâàåò ïîäìíîæåñòâî B.Ôîêóñíèê õî÷åò âûáðàòü ñèñòåìó ïîäìíîæåñòâ A1, . . . , Ak ñ ìèíèìàëüíûì âîçìîæíûì kòàê, ÷òîáû �îêóñ íàâåðíÿêà óäàëñÿ. Ñêîëüêî ó íåãî ñïîñîáîâ ýòî ñäåëàòü?7. Ëåøà è Âîëîäÿ èãðàþò â êðåñòèêè-íîëèêè íà áåñêîíå÷íîé êëåò÷àòîé áóìàãå. Îíèõîäÿò ïî î÷åðåäè, íî Ëåøà ñòàâèò çà õîä ïî 10 êðåñòèêîâ, à Âîëîäÿ � ïî îäíîìó íîëèêó.Ëåøà âûèãðàåò, åñëè ñìîæåò çà 5 ïåðâûõ ñâîèõ õîäîâ ïîñòàâèòü 30 êðåñòèêîâ, èäóùèõïîäðÿä ïî âåðòèêàëè èëè ãîðèçîíòàëè. Ñìîæåò ëè Âîëîäÿ åìó ïîìåøàòü?8. Ïî êðóãó ðàññòàâëåíû 2007 öåëûõ ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïÿòè ïîñëåäî-âàòåëüíûõ ÷èñåë ñóììà íåêîòîðûõ òðåõ èç íèõ ðàâíà óäâîåííîé ñóììå îñòàâøèõñÿ äâóõ.Íàéäèòå âñå òàêèå ðàññòàíîâêè.9. ×èñëî an ðàâíî ðàññòîÿíèþ îò n
√

2 äî áëèæàéøåãî öåëîãî. Âåðíî ëè, ÷òî ñðåäè ÷èñåëâèäà a1 + · · · + an áåñêîíå÷íîå ÷èñëî öåëûõ?10. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîâî, ÷òî ÷èñëî 2n + 1 � ïðîñòîå. Äîêàæèòå, ÷òî 2n + 1 íåïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðàçíîñòè ïÿòûõ ñòåïåíåé äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
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.10. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîâî, ÷òî ÷èñëî 2n + 1 � ïðîñòîå. Äîêàæèòå, ÷òî 2n + 1 íåïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðàçíîñòè ïÿòûõ ñòåïåíåé äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.


